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1. У сл о в и е  с о в м естн о сти  л и н е й н о й  с и с те м ы
Системой m линейны х алгебраических уравнений (СЛАУ) с п  неизвест ­
ными называется совокупность соотношений
а ц х \  У а \2Х2 У • • • +  ainx n = Ъ\,
0-21^1 +  (122х 2 +  • • • +  (12пх п = ^2,
fl'mlZ'l У 0/т2%2 У ■ ■ ■ У СЬтп^п — Ьт
( 1)
где ciij -  коэффициенты системы, ф -  свободные члены, Xj -  неизвестные 
величины, г =  1 , 2 , . . . ,  т , j  =  1 , 2 , . . . ,  п.
Система (1) называется однородной, если все ее свободные члены равны 
нулю.
Если хотя бы один из свободных членов отличен от нуля, то система (1) 
называется неоднородной.
Решением системы  (1) называется такая упорядоченная совокупность 
чисел Ci, С2 , . . . ,  Сп, которая при подстановке в систему (1) на место неизвест­
ных Х\, Х2 , ■ ■ ■, х п обращает все уравнения этой системы в тождества.
Система уравнений вида (1) называется совместной, если она имеет хо­
тя бы одно решение, и несовместной, если у нее не существует ни одного 
решения.
Совместная система вида (1)называется определенной, если она имеет 
единственное решение.
Совместная система вида (1)называется неопределенной, если у нее суще­
ствуют по крайней мере два различных решения.
В матричной форме система (1) может быть записана в виде
А х  = Ъ (2 ),
/ (1ц Й12 (1\п  ^ / Х \
А  =
«21 (122 ■ (12п Х2
, X  =




\  Ьт /
Исследовать и решить систему -  это значит:
•  установить, совместна она или несовместна;
•  если она совместна, установить, является она определенной или неопре­
деленной, при этом:
— в случае определенной системы найти единственное ее решение;




А х  = 0 (3)
Однородная СЛАУ (3) всегда совместна, ибо она всегда обладает т ривиаль­
ным  (нулевы м ) решением Х\ = Х2 = ■ ■ ■ = х п = 0.
Т ео р ем а . Однородная система (3) имеет нетривиальное решение тогда 
и только тогда, когда rgA  <  п  .
Составим расширенную матрицу В  системв1 (2), приписав к основной мат­
рице А  системв1 (1) столбец свободнв1х членов: В  = [А|6]. М атрица В  назв1-
вается расширенной мат рицей  системв1 (2).
Т е о р е м а  (К р о н е к е р а  — К а п е л л и ) . СЛ АУ  совместна тогда и только  
тогда, когда ранг основной матрицы равен рангу расширенной матрицы.
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2. Н а х о ж д е н и е  р е ш е н и й  си стем  л и н е й н ы х  у р а в н е н и й  с к в а д р а т ­
ной  м а т р и ц е й
2.1. Т е о р е т и ч е с к и е  с в е д е н и я
Прежде чем рассматривать системы общего вида, исследуем простейший 
класс систем (2),когда число уравнений совпадает с числом неизвестных и
\А\ ф 0.
Т ео р ем а . С Л АУ  с квадрат,ной невырожденной мат рицей совместна и 
имеет единственное решение.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу невырожденности матрицы А  для 
нее существует обратная матрица А - 1 . Непосредственной проверкой легко 
установить, что вектор
х  = А ~ 1Ъ (4)
является решением системы (2). Это решение единственно, так как если у - 
другое решение системы (2), то А х  =  А у. Умножив обе части этого тождества 
слева на И- 1 , получим, что х  = у. □
П р а в и л о  К р а м е р а . Решение (4) может быть записано покомпонентно,
И 'если воспользоваться явным выражением для обратной матрицы А  1 =  т4тА.
Действительно, х  = -щАЪ или, в соответствии с тем, что
А  =
(  А ц  А \2 . . .  А \п \  
А 21 А 22 ■ ■ ■ А 2п
\  А п 1 А п2 ■ ■ ■ А пп J
компоненты вектора х  находятся как
A u b i  +  А 2Ф2 +  . . .  +  A nibn .
Xi = -----------------—----------------- , г =  1 , 2 , . . . , п .
Эти соотношения при рассмотрении свойств определителя означают, что
Xi  = \A i\/\A \, г =  1 , 2 , . . . , 71, (4')
где A i получается из матрицы А  заменой ее г-го столбца стол бцом свободных 
членов.
Формулы (4’) называются правилом Крам,ера.
Замечание. Правило Крамера дает решение системы в явном виде и в 
некотором смысле носит алгоритмический характер. Однако правило Краме­
ра полезно лишь в теоретических исследованиях и противопоказано для прак­
тического использования в приложениях. В самом деле, для решения систем 
n -го порядка по правилу Крамера требуется вычислить (п +  1) определителей 
n -го порядка, тогда как большинство современных методов решения систем 
по объему вычислений равносильны вычислению одного определителя.
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П  р  и м  е р  1. Реш ить мат ричным способом, (с помощью обратной 
матрицы) СЛА У
2х \  +  7х2 +  Зжз =  1,
3ж1 +  9x2 +  4жз =  2,
Х \  +  5 ж 2 +  Зж з =  2 .
Решение. Запиш ем систему в мат ричной форме А х  = Ъ, где
А  = х  = Ъ =
Так как |А| =  —3 /  0, то для матрицы А  существует обратная матрица
1 7 - 6
A ~ L = - - \  - 5
6 - 3  - 3
и решение мат ричным способом, находится по формуле (3). Итак 
x i  \  1  (  7 - 6
Х2 ^ 1  8,Х з  )  \  6  —3
П р  и м е р  2. Реш ить методом Крам,ера СЛАУ
2 Х 1 + Х 2 + Х З  =  3,
4ж1 — 2x2 + Хз = —5,
3ж1 +  Зж2 +  жз =  6.
Решение. Так как определитель матрицы системы
14 =
2 1 1 
4 - 2  1 
3 3 1
=  7 / 0 ,
то мож но применит ь формулы Крам,ера. Тогда
СО 1 1 2
со 1
141 =







4 - 2  - 5
3 3 6
=  2 1 .
По формулам (4 ’) находим решение СЛАУ:
жз =  \А±\/\А\ =  - 1 ;  ж2 =  |А2|/ |А | =  2; ж3 =  |^ з |/1 4  =  3.
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2.2. З а д а н и е
Найти решение данной системы уравнений для двух различных столбцов сво­
бодная членов
а) матричнвш  способом;
б) по формулам Крамера.
2x i  +  Зж2 +  хз =  Ьь bi = 1 , bi = 2 ,
1. - х \  +  2х 2 +  4жз =  ь2, а) Ъ2 = - 1 , б) Ъ2 = - 1 ,
Ъх\ +  Зж2 = Ьз, Ьз =  0, Ъз = 3.
—Х\ — 2X2 +  Зжз = h , bi = 2 , Ь г=  з,
2. 2Х\ +  3X2 +  бжз = h , а) Ь2 = - 2 , б) Ь2 = 1,
Ж1 +  4ж2 -  Хз = Ьз, Ьз = 1, Ьз = 5.
4х\ — 2x 2 = h , bi = 1 , Ь г=  2 ,
3. Х\ +  Ж2 +  Хз = ь2, а) Ъ2 = 2, б) Ъ2 = - 1 ,
Зад — 2ж2 +  хз = Ьз, Ъз = 3, Ьз =  - 2 .
2Х\ + Х2 + Зж3 = bi, bi = - з , bi = - з ,
4. Х\ — 2X2 =  h , а] ь2 = - 2 , б) Ь2 =  5,
4xi — 3X2 +  бжз = Ьз, Ьз = 4, Ьз =  0.
2 ж1 +  Зж2 +  ж3 = bi, bi = - з , bi = 7 ,
5. 1 to = ъ2, а] ъ2 = 2, б) ь2 =  3 ,
X i+  ж2 2ж3 =  Ьз, Ьз =  1, Ьз =  0 .
5ж1 +  ж2 +  2хз =  bi, bi =  - 6 , ф  =  - 1 1
6. - х \  +  2ж2 =  ъ2, а &2 =  - 5 , б) Ь2 =  - 2 ,
Х\ +  ж2 +  ж3 =  Ьз, Ьз = 1, Ьз =  П .
4ж1 +  2ж2 +  ж3 =  bi, bi = 7, b i = 2 ,
7. 3ж1 — 2ж2 +  жз = ъ2, а ; ъ2 = - 6 , б) ь2 =  3,
ж2 +  2ж3 = Ьз, Ъз = Ь, Ьз =  -1 3
Х\ +  4ж2 +  2ж3 = bi, Ь\ =  8 , bi =  - 2 ,
8. 2 ж1 +  ж2 -  2ж3 =  ъ2, &] Ь2 =  ~ 8 , б) ь2 =  3,
со1<N =  Ьз, Ьз =  4, Ьз =  - 3 .
3ж1 +  2ж2 — 5жз =  bi, bi =  9, bi = 4 ,
9. 4ж1 +  2ж2 =  ъ2 , а) Ъ2 =  - 4 , б) Ь2 =  5,
х \  +  ж2 +  2ж3 = Ьз, Ьз = 2, Ьз =  1-
8
Г 5 Ж 1 + З ж 2 -  Х з =  ЪI,
10. < - 2 х \  +  4ж3 =  Ь2 ,
I 3 x i  +  5 х 2 ~  х 3 =  Ь3,
Ъ1 =  1 1 , 
а) Ь2 =  5, 
Ьз =  4,
Ъ1 =  - з ,  
б) Ъ2 =  2 ,
Ьз =  - 2 .
5 х \  +  ж2 — Зж3 =  Ьь bi =  ю , bi =  - 4 ,
1 1 . 2 ж2 -  ж3 =  h , а] Ь2 =  - 9 , б) Ь2 =  17,
- 2 ж1 -  ж2 +  х з =  Ьз, Ьз =  - 8 , Ьз =  1-
4 ж1 +  5 ж2 — 2ж3 = hi, bi =  7, bi =  - 1 1
1 2 . 3 ж1 +  ж2 = h , а) Ь2 =  5, б) ъ2 =  - 3 6
4 ж1 +  2 ж2 +  7ж3 = Ьз, Ьз =  - 2 , Ьз =  1.
2 ж1 — 8 ж2 +  5ж3 =  bi, bi = 9 , bi =  - 1 1
13. —Xi  +  ж2 +  х 3 =  ь2, а ; Ь2 =  - 7 , б) Ь2 =  36,
—2 x i  — 2ж2 +  Зж3 =  Ь3, Ьз =  1 2 , Ьз =  1-
5 ж1 +  Зж2 — хз  = Ьь bi =  23, bi =  2 ,
14. 2 x i  + 4ж2 = Ь2, а) Ь2 =  - 5 , б) Ь2 =  - 1 ,
3 ж1 +  5ж2 — ж3 = Ьз, Ьз =  2 1 , Ьз =  31.
2 ж1 +  Зж2 — ж3 == Ьь bi =  17, bi =  9,
15. 4 ж1 +  5 ж2 — 2жз == ь2, а] Ь2 =  - 1 1 , б) Ь2 =  16,
- х \  +  7ж3 == Ь3, Ьз =  13, Ьз =  - 2 1
2 ж1 +  5 ж2 +  6 ж3 = Ьь bi =  14, bi =  - 6 ,
16. 9 ж1 — Зж2 = h , Ь2 =  14, б) Ь2 =  13,
2 ж1 +  2ж2 +  Зжз = Ьз, Ьз =  14, Ьз =  1.
Х \  +  Зж2 +  2 ж3 =  Ьь bi =  23, bi =  2 ,
17. 6 ж1 +  9ж2 +  2ж3 =  ь2 , а] Ь2 =  - з , б) Ь2 =  - 5 ,
—Х \  — 2ж2 =  Ь3, Ьз =  - 2 , Ьз =  8 .
8 ж1 — 5 ж 2 +  Жз =  Ьь bi =  - 2 , bi =  - 8 ,
18. —4 ж1 +  7ж2 -  ж3 =  ь2 , а ! Ь2 =  0 , б) Ь2 =  1,
—4 ж1 +  ж2 +  5жз =  Ьз, Ьз =  - 3 , Ьз =  26.
х \  +  2 ж 2 -  ж3 = Ьь bi =  - 4 , bi =  о,
19. 2ж2 -  Зж3 = h , а) Ь2 =  1, б) Ь2 =  7,
х \  — ж2 +  2 ж3 = Ьз, Ьз =  15, Ьз =  - Ю .
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X\ +  2X2 +  Ж3 = bi, bi = 30, bi = -1 2 ,
20. ?>Х\ — 5Ж2 +  Зжз = h , a) b2 = - 9 , 6) b2 = - 7 ,
2Ж 1+7Ж 2- хз = Ьз, Ьз = 1, Ьз = 0.
—Х\ +  2ж2 hi, bi = 100, bi = - 1 ,
21. - 3 x i +  2ж2 +  хз = Ь2 , a) b2 = -2 0 , 6) b2 = o,
Х\ +  2ж2 +  Зж3 = Ьз, b3 = 5, b3 = 41.
Х\ +  Х2 -  Хз = bi, bi =  3, bi = - 7 0
22. 4ж1 -  Зж2 +  хз  = Ь2, a) b2 = -4 0 , 6) b2 = 11,
2ж2 +  хз  = Ьз, Ьз = 5, Ьз = 1.
2 ж1 +  Зж2 +  ж3 = bi, bi = 27, bi = - i ,
23. Ж1 +  Хз = Ь2, a) b2 = 1, 6) b2 = 19,
Х\ — ж2 -  Жз = Ьз, Ьз = - 1 , Ьз = 0.
2 ж1 +  Зж2 +  ж3 = bi, bi = 37, bi =  3,
24. 3ж1 — ж2 = Ь2, a) b2 = 0, 6) b2 = - 5 ,
Ж1 +  2ж2 — хз = Ьз, b3 = 2 , Ъз = Ъ.
2х \  +  Зж2 +  ж3 = bi, bi = 37, bi =  3,
25. 3ж1 — ж2 = b2, a) b2 = 0, 6) 62 =  - 5 ,
Ж1 +  2X2 ~  Хз = Ьз, Ьз =  2, Ьз = 5.
3ж1 — 4ж2 +  5жз = bi, bi = - 3 , bi = - i o ,
26. 2 ж1 -  Зж2 +  ж3 = b2, a) b2 = - 5 , 6) 62 =  15,
3ж1 — 5ж2 — жз = Ьз, b3 = 2 , Ьз = 10.
жз +  Зж2 +  Зж3 = bi, bi = 4, bi = 1,
27. 2ж1 +  хз = b2, a) b2 = -1 2 , 6) b2 = 6,
2x i  +  2ж2 — Зжз = Ьз, Ьз = - 4 , b3 = 5.
—жз — 5жз = bi, bi = 13, bi = - 1 ,
28. 5ж1 +  2ж2 +  2жз = h , a b2 = - 2 , 6) b2 = 6,
4ж1+  2ж2 = Ьз, Ьз = - 4 , Ъз = Ъ.
2ж1— 2ж2 = bi, bi = 13, bi = - 1 ,
29. жз +  5ж2 +  Зж3 = h , a) b2 = 9, 6) b2 = o,
5ж1 +  Зж2 — жз = Ьз, b3 = и , b3 = - 3 .
жз +  4ж2 -  2ж3 = bi, bi = 2 , bi = -4 7 ,
30. 4ж1 +  2x 2 +  7ж3 = b2, a) b2 = - 2 , 6) b2 = 1,
Зж2 — 9жз = Ьз, Ьз = 9, Ьз =  -1 2 .
10
3. Н а х о ж д е н и е  р е ш е н и й  си стем  л и н е й н ы х  у р а в н е н и й  о б щ его  
в и д а
Пусть СЛАУ (1) совместна и гдА  = гдВ  = г. Будем считать, что 
базисный минор матрицы А  находится в левом верхнем углу, так что
0-11 ' ' ' &1 г
' ' ' CLff
/ о
Рассмотрим укороченную систему из первых г уравнений системы (1), т.е. 
из уравнений, коэффициенты которых входят в базисный минор
ап хг  А . . .  A A А • • • А сцп^п — Ф?
........................  (5)
dr\X\ -\-. . . &гг Хг А Ят,г+1Лг+1 А • • • А ЯтггАга — Ьг ■
Т ео р ем а . Укороченная система эквивалент на исходной системе.
Если г = п, то система (5) имеет единственное решение как система с 
квадратной невырожденной матрицей.
Пусть г < п. Неизвестные Х\, Х2 , ■ ■ ■, х г , коэффициенты при которых 
входят в базисный минор, называются главными, а остальные неизвестные 
Хг+1, х г+2 , ■ ■ ■ ,х п называются свободными.
Запишем систему (5) в виде
ci\\X\ А . . .  A ci\rXr — Ъ\ 1 ^Д-|-1 * * * сдnXfi,
аг \ Х \  А ••• А аггх г = Ъг — ar,r+ixr+i — . . .  — агпх п . 
Решим систему (6) относительно главных неизвестных:
Xl — fl(Xr-\-li Xf-j-2 > ■ ■ ■ > Хп),
X r  — f r (жг-|-1, X r -\-2 • • • ; X n ) ,
(6)
(7)
где / i ,  / 2 , . . . ,  f r -  некоторые однозначно определенные из (6) функции.
Соотношения (7) при произвольных av+i,av+2, ■ ■ ■ , х п описывают множе­
ство всех решений системы и называются общим решением системы. В отли­
чие от общего, конкретное решение х  = (с\, С2 , ■ ■ ■, оп)Т , где а ,  7 =  1 ,2 , . . .  , п  
-  известные числа, называется частным решением.
Д ля однородной системы линейных уравнений в случае, когда она име­
ет бесконечное множество решений, из всей их совокупности выделяют так 
называемую фундаментальную систему решений.
Ф ундаментальной системой реш ений (ФСР) называется совокупность 
максимального числа линейно-независимых вектор-решений.
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ФСР существует тогда и только тогда, когда г < п, и может быть найдена 
следующим образом.
Пусть Х\ , Х2 , ■ ■ ■ , х г -  главные неизвестные. Придадим свободным 
неизвестным av+i, жг+2 > • • • , %п следующие п — г наборов решений: 
(1, 0 , . . . ,  0), ( 0 , 1 , . . . ,  0 ) , . . . ,  (0, 0 , . . . ,  1). Д ля каждого из этих наборов 
найдем соответствующие значения главных неизвестных. Тем самым найдем 
п — г решений системы:
61 =  (бц, 6 1 2 , . . . ,  1,0, . . . , 0 ) т ,
62 (^ 2 1 , ^2 2 , - - - , 0, 1, . . . , 0) ,
Сп—г — (С п—гД ; Сп—г,2ч • • • , 0 , 0 , . . . , 1) .
Совокупность решений (8) называется нормальной фундаментальной си­
стемой решений.
В общем случае свободным неизвестным придают п  — г 
линейно независимых наборов значений, т.е. наборов вида
( C p r + l ,  * * * , Cl гг), • • • , ( 677, - 7*,7*+1, * * * , С77—7*,7i ) , ДЛЯ КОТОрЫХ
Cl,7*+1 ' ' ' Сю
Стг—7*,7*+1 ' ' ' С 6 7 7 ,-7
д о .
Если для каждого из этих наборов найти соответствующие значения главных 
неизвестных, то получим п  — г линейно независимых решений системы:
=  ( С ц , С 1 2 , • • • , С 1 ; Г + 1 ,  . . . ,  C i n ) T ,
&n—r — {Сп—r ,l j  С«,—г,2, • • • > Cn—r,r-t-l> ■ ■ ■ > Сп—г,п ) ■
Ф ундаментальная система решений е \ , . . .  , е п - г  однородной системы ли­
нейных уравнений позволяет записать любое решение системы в общем виде:
X — (Х\в\ Т  . . . Т  (Xn —r Cri_ r  ̂ VСГх , - - - , OL<n—T £ М. (9)
Представление (9) решения называется общим, решением однород­
ной ситемы  уравнений через фундаментальную систему решений  
(в отличие от общего решения (7) через свободные неизвестные). 
С в я з ь  м е ж д у  р е ш е н и я м и  о д н о р о д н о й  и н е о д н о р о д н о й  си стем .
Однородная система (3), полученная из системы (2) заменой свободных 
членов нулями, называется приведенной однородной системой для системы 
(2 ).
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М ежду решениями обеих систем существует тесная связь.
1. Сумма решений неоднородной и приведенной однородной систем явля­
ется решением неоднородной системы.
2. Разность двух решений неоднородной системы является решением при­
веденной однородной системы.
Найдя одно (частное) решение неоднородной системы и прибавляя его к 
каждому решению приведенной системы, можно получить все решения неод­
нородной системы. В силу (9) это позволяет записать решение неоднородной 
системы в общем виде следующим образом:
X =  с +  а \ е \  +  • • • +  a n - r e n - r ,  Van, . . . ,  a n - r e  M, (10)
где с -  частное решение (2), а e i , . . . , e ra_ r -  ФСР (3). Представление (10) 
решения называется общим, решением неоднородной ситемы  уравнений через 
фундаментальную систему решений.
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4. М е то д  Г аусса  и с с л е д о в а н и я  и р е ш е н и я  си стем
4.1 . Т е о р е т и ч е с к и е  с в е д е н и я
Д ля начала рассмотрим метод Гаусса приведения системы общего вида к 
системе с верхней трапециевидной матрицей. Мы не случайно ввйрали это 
приведение. Д ля систем с верхней трапециевидной матрицей чрезвв1чайно 
просто устанавливается совместности и достаточно просто находится реше­
ние.
Пуств В  =  [Д|Ь] G Rm x(ra+ 1) -  расширенная матрица системв1 (2).
Алгоритм этого метода заклю чается в следующем:
1. а) Элемент а ц  назовем ведущ им (главным) элементом 1-го шага. С его 
помощвю аннулируем все расположеннвге под ним ненулевые элементв1
1-го столбца. Если а ц  = 0, то переставляем строки матрицв1 Н(столбцв1 
матрицв1 А) так, чтобв1 элемент а ц  Д 0.
б) Умножаем 1-ю строку матрицв1 В  последователвно на числа 
—а21/ а ц , —аз1/ а ц , . . . , —ат1/ а ц  и складываем со 2-ой, 3-й, . . .  ш-ой 
строками соответственно, получая нули в 1-ом столбце ниже элемента 
ац .
После ввшолнения 1-го шага матрица В  переходит в матрицу
( а ц «12 Я-1 п 1 bi \
0 а 22 • Я-2 п 1 ъ2
0 Ято2 0"т,п 1 Ьт )
Если при этом все строки матрицв1 А, начиная со второй, стали ну- 
леввши, то весв процесс заканчивается, т.к. матрица уже приведена к 
верхней трапециевидной форме. Если же в этих строках еств хотя 6 bi 
один ненулевой элемент, т.е. если матрица
/  а22 • • • «2п \
• ' |  . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  / о ,
\  Ято2 & т п  /
то переходим ко 2-му шагу.
2. Этот шаг аналогичен первому. Он состоит в применении к матрице
т п
описанного ввпне 1-го шага.
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Переход к следующему шагу аналогичен уже известному переходу от 1- 
го шага ко 2-му. Повторяя описаннвю преобразования на следующих шагах, 
самое болвшое через к = m in(m, п) шагов мы получим требуемый резулвтат.
Итак, исследование и решение систем линейны х уравнений общего вида с 
использованием метода Гаусса проводится по следующей схеме:




/  а ц «12 dir dl,r+l ■ d\n bi
0 «22 . . .  d2r d2,r+l ■ d2n b2
0 0 drr dr,r-\-1 dm br
0 0 . . .  0 0 . 0 br-\-1
V о 0 . . .  0 0 . 0 bm
г = 1 2 , . . . ,r .
При этом, если в процессе преобразования исполвзовалисв перестановки 
столбцов основной матрицв1 А, то в полученнв1х решениях необходимо 
восстановитв исходную нумерацию неизвестнв1х.
2. Устанавливается совместиоств системв1 с верхней трапециевидной мат­
рицей (система с матрицей (11) совместна тогда и толвко тогда, когда 
Ьк = 0 при к > г, т.е ранг основной матрицв1 равен рангу расширенной 
матрицы.).
3. Если г = п, то система система станет системой с треуголвной матрицей
ап хг +  Я.12Ж2 +  • • • +  d \rx r = b\,
(122х 2 +  • • • +  0-2 гх г = ^2,
drrXr — Ьр
которая имеет единственное решение. Найти его несложно: решая по- 
следователвно уравнения системв1 снизу вверх, мы каждый раз будем 
иметв дело с уравнением, содержащим толвко одно неизвестное.
4. Если г < п,  то неизвестнвге av+i, av_|_2> • • • > у б у д у т  свободнвши и систе­
ма относителвно главных неизвестнв1х будет иметв вид
d \\X  1 Г  . . .  Г  (1\гХу — Ь\ fll,r+ l^r+ l • • • d\fiXfij
( 12)
1%Пarrx r = br — аГ;Г+\ x r+\ — . . .  — ar
Общее и частное решения исходной системв1 находятся из системв1 (12) 
с треуголвной матрицей.
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П  р  и м  е р  3. Исследовать и реш ить систему линейны х уравнений, 
если она совместна, с использованием метода Гаусса
Х\ + 2x2 — Зжз =  7,
2 х \ +  3 X 2 +  %з =  - 1 ,
4х\ + 7x2 — 5жз =  6.
Решение. Выпиш ем расширенную м ат рицу системы
В  =
и с помощью метода Гаусса приведем ее к верхней трапециевидной матрице. 
Прибавив ко 2-й строке 1-ю, умнож енную на (-2), и к 3-й строке -  1-ю, 
умнож енную на (-4), получим:
1 2 - 3  1 7
О - 1 7 - 1 5
О - 1 7 I - 2 2
Из 3-й строки вычтем 2-ю:
/ 1 2 - 3 1 7
О --1 7 - 1 5
V о О О - 7
Отсюда имеем rgA  =  2 /  гдВ = 3 и согласно
система являет ся несовместной.
П  р  и м  е р  4. Исследовать и реш ить систему линейны х уравнений, 
если она совместна, с использованием метода Гаусса
2х\  +  Х2 — 2хз  +  3x4 =  —3,
Зх\  +  2 x 2 +  Х4 +  2 ^ 5  =  О,
7х\  +  4ж2 — 4жз +  7ж4 +  2жб =  —6 ,
5ж1 +  Зжг — 2жз +  4ж4 +  2жб =  —3.
Решение. Выпиш ем расширенную мат рицу системы
В  =
(  2 1 - 2 3 о - 3  \
3 2 О 1 2 О
7 4 - 4 7 2 - 6
V 5 3 - 2 4 2 - 3 /
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и с помощью метода Гаусса приведем ее к верхней трапециевидной матрице. 
Чтобы не производить действий с дробями, вначале вычтем из 1-й строки
2 -ю:
/  - 1  - 1  - 2  2 - 2  | - 3  \
3 2 О 1 2 j О
7 4 —4 7 2 | —6 '
V 5 3 - 2  4 2 | - 3 /
Умнож им 1-ю строку на 3,7,5 и сложим, соответственно со 2-й, 3-й, Д й  
строками:
/  - 1  - 1  - 2  2 —2 | —3 \
0 - 1 - 6 7 - 4 |  - 9
О - 3  - 18  21 - 12  | - 2 7  ’
V 0 —2 - 12  14 - 8  I - 18  /
Умнож им 2-ю строку на (-3),(-2) и сложим, соответственно с 3-й, Д й  
строками:
/  - 1  - 1  - 2  2 - 2  | - 3  \
О - 1 - 6  7 - 4  1 - 9
o o o o o j o
О О О О О  | 0 /
Имеем rgA  = гдВ  = 2, следовательно, система являет ся совместной. Т.к. 
rgA = гдВ  =  2 <  п-числа неизвестных, то система имеет бесконечное 
множ ество решений.
Найдем, общее решение системы. Д л я  простоты выделения базисных пе­
ременных умнож им  2 -ю строку на (-1) и сложим, с 1-й строкой:
( - 1 0 4 - 5 2 | 6 \
0 - 1 - 6 7 - 4 - 9
0 0 0 0 о 0
0 0 0 0 о 0 )
Исходная система эквивалентна следующей:
(  —х \  +  4 ж з  — 5 х 4 +  2 x 5 =  6 ,
\  — Х 2 — б х з  +  7 х 4 — 4X5 =  —9.
В  качестве главных неизвест ных возьмем Х \ ,  Х 2 , тогда свободными бу­
дут Х з , Х 4 , Х 5 . Выразим базисные переменные через свободные:
( Х \  =  —6 +  4жз — 5^4 +  2^5,
\  Ж2 =  9 — бЖз +  7X4 — 4X5-
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Следовательно, общее решение мож но записать в виде
/  Х \  \ /  - 6  +  4 c i  -  5с2 +  2с3 \
Х 2 9 — 6c i  +  7с2 — 4сз
Хз = С1 , сЛ , с 2 , с з  G М.
Х 4 С2
V х 5  J \  Сз /
Если полож ить с\ =  —2, с2 =  —3, Сз =  0, то получим  частное решение




\  Х 5  /
/  1 \
О 
- 2  
- 3
V о  /
П  р  и м  е р  5. Найти общее решение и ФСР для системы однородных 
линейны х уравнений
Ъх\ +  3^2 +  Хз +  2x 4 +  5^5 =  О,
6>Х\ +  Ъ х2 +  З ж з  +  4 x 4  +  7 ^ 5  =  О,
9^1 +  7ж2 +  5жз +  6x 4 +  9^5 =  О,
3 ж1 +  4х2 +  2 ^ 4  +  8 Ж5 =  О.
Решение. Выпиш ем м ат рицу системы (расширенную м ат рицу не имеет  
смысла выписывать, т.к. система однородная)
А  =
(  3 3 1 2 5 \
6 5 3 4 7
9 7 5 6 9
\  3 4 О 2 8 /
и с помощью метод Гаусса приведем ее к верхней трапециевидной матрице. 
Умнож им 1-ю строку на (-2),(-3), (-1) и сложим, соответственно со 2-й,
3-й, 4 -й строками:
/  3 3 1 2 5 \
0 - 1  1 0 - 3
0 - 2  2 0 - 6
\ О 1 -10 3 /
Умнож им 2-ю строку на (-2),1 и сложим, соответственно с 3-й, / -и  стро-
ками:
( 3 3 1 2 5 \
0 - 1 1 0 - 3
0 0 0 0 0
V о 0 0 0 0 )
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Имеем rgA  =  2 <  п-числа неизвестных, то система имеет нетривиальное 
решение.
Найдем, общее решение системы. Д л я  простоты выделения базисных пе­
ременных вычтем из 1 -й строки 2 -ю:
(  3 4 0 2 8 \
0 - 1 1 0 - 3  
0 0 0 0 0
V o  0 0 0 0 J
Исходная система эквивалентна следующей:
Зх\ +  4X2 +  2 ^ 4  +  8 ^ 5  =  0 , 
—Х2 +  Хз — 3X5 = о.
В  качестве главных неизвест ных возьмем Х\, х 3, тогда свободными бу­
дут Х2 , х ^ , Х5 . Выразим базисные переменные через свободные:
Х\ =  —(4^2 +  2^4 +  8жб)/3,
Х3 = Х2 + Зх5.
Следовательно, общее решение мож но записать в виде
/  Х \  \ /  - ( 4 c i  + 2 с 2 +  8 с3) / 3  \
Х 2 Cl
Хз = c i +  З с3
Х4 С2
\  Х 5  / \  С3 /
, Cl, С2, Сз G
Найдем, ФСР, которая состоит из трех векторов е\, ег, ез, т.к. n —r gA = 
5 — 2 =  3. Придадим свободным неизвест ным значения С\ =  1, С2 =  0, Сз =  О, 
получим
(  - 4 / 3 \
1
ei =  1
О
V о  /
Полагая с\ =  0, сг =  1, Сз =  0, получим
(  - 2 /3  \
0
е 2 =  О
1
V о  /
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И, н а к о н е ц ,  с ч и т а я  С\ = 0 ,  С2 =  0, С3 =  1, и м е е м
(  - 8 / 3 \
0
е 3 =  3
О
V 1 /
Общее решение через ФОР мож но записать теперь следующим образом,
а\е,\ +  скгвг +  скзвз =  а \




V о  /
+  а 2




V о  /
+  СКЗ





CK i, 0L2 , а 3 G  М .
В  качестве частного решения мож но взят ь один из векторов ФОР. По­
лученное частное решение мож но использовать для проверки правильно­
сти решения. Подставив в каждое из уравнений исходной системы значения  
частного решения, убеждаемся, что они обращаются в верные равенства.
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4.2 . З а д а н и е
1. Иследовать и решить систему с помощью метода Гаусса:
1) выяснить совместность системы;
2 ) указать ранг матрицы системы и ранг расширенной матрицы;
3) в случае совместной системы найти общее решение системы и, если мно­





Зад + 2 х 2 + со + 2ад =  2,
2ад + 3 X2 + 2ад + Бад =  з ,
9ад + ад + 4ад - Бад =  1,
2ад + 2ад + Зад + 4ад =  5,
7 x i + ад + бад - ад =  7.
Зад + 4ад + Зад + 9ад +  бад =  0
9ад + 8ад + Бад + бад +  9ад =  0
Зад + 8ад + -а со + ЗО ад+ 15ад =  0
бад + 6 X2 + 4ад + 7аД +  5X5 =  0
2ад — Х2 + х 3 + 2 X4  + Зад == 2,
бад - 3 X2 + 2 х 3 + 4 X4  + 5X5 = 3,
бад - 3 X2 + 4 х 3 + 8аД + 1 3 X 5  == 9,
4ад - 2 X2 + Хз + ад + 2ад == 1.
бад + 4ад + Ъхз + 2 ад -Ь Зад = 1,
Зад + 2 X2 + 4 х 3 + Х4  + 2 ад = з ,
Зад + 2 X2 - 2 х 3 + ад = - 7 ,
9ад + 6 X2 + Хз +
+НСО 2 ад = 2.
1ад + 2 X2 + Зад — 2 ад -Ь ад = 4,
Зад + 6 X2 + Бад - 4аД + Зад = 5,
ад + 2 X2 + -а со - 4ад + ад = П ,
2ад + 4ад + 2ад - 3 X4  + Зад = 6.
бад + Зад + 2 х 3 + 3 X4  + 4ад = 5,
4ад + 2ад + Хз + 2 ад -Ь Зад = 4 ,
4ад + 2 X2 + З х з + 2 ад -Ь ад = о,
2ад + Х2 + -я со + Зад + 2 ад = 1.
8ад + 6 X2 + Ъхз + 2ад = 21,
Зад + 3 X2 + 2 х з + Х4 =  ю ,
4ад + 2 X2 + З х з + Х4 =  8,
Зад + 5 х 2 + Хз + ад =  15,
7ад + 4 х 2 + Бад + 2ад = 18.
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' 2 x i + Зж2 +  Хз  +  2 X 4 =  4,
4 x \ + Зж2 +  Хз  +  Х 4 =  5,
8 . < b x \ + 1 1 X 2  +  Зх3 +  2ж4 =  2 ,
2 x \ + 5 х 2  +  Ж3 +  ж4 =  1 ,
, X l — 7ж2 — ж3 +  2ж4 =  7.
X \ + 2ж2 +  Зжз +  Х 4 =  з,
X\ + 4ж2 +  5жз +  2ж4 =  2 ,
9. < 2 x \ + 9ж2 +  8жз +  3x4 =  7,
3 x \ + 7x2  +  7хз +  2 x 4 =  12 ,




12ж1 + 14ж2 — 15жз + 23 ж4 + 27 ж5 = 5,
16Ж1 + 18ж2 - 22ж3 + 29 ж4 + 37жб = 8 ,
18Ж1 + 20ж2 -  21ж3 + 32 ж4 + 41 ж5 = 9,
10Ж1 + 12ж2 — 16жз + 20ж4 + 23 жб = 4.
10ж1 + 14ж2 — 15жз + 23 ж4 + 27 ж5 = 5
16Ж1 + 18ж2 - 22ж3 + 29 ж4 + 37 жб = 8
Ж1 + ж2 -  ж3 + ж5 = 2
18ж1 + 20ж2 -  24ж3 + 29 ж4 + 39жб = 12
12ж2 --  16ж3 +  2 5 ж4 =  29,
27ж1 + 24 ж2 — 39жз + 47ж4 =  55,
ВОю
+ 51ж2 — 68жз + 95ж4 =  115,





1 +  14ж2 +  ЗОжз +  40ж4 + 4 1 ж5 =  28,
1 +  21ж2 +  45ж 3 +  61ж4 + 62жб =  43,
1 +  28ж2 +  60жз +  82ж4 + 00 СО Н Сл =  58,
1 +  35ж2 +  75жз +  99ж4 +  102жб =  69.
— Зж2 +  2ж3 +  4ж4 = з ,
— 2ж2 +  Зж3 +  7ж4 = 1 ,
— 6ж2 — жз — 5ж4 = 9,
— Зж2 +  7ж3 +  17ж4 = 0 .
+  2ж2 +  5ж3 +  4ж4 = 3,
+  Зж2 +  6ж3 +  8ж4 = 5,
— 6ж2 — 9жз — 20ж4 = - П ,
+  Ж2 +  4ж’з +  Ж’4 = 2 .
— Ж2 +  Зжз +  4ж4 = 5,
— 2ж2 +  5ж3 +  6ж4 = 7,
— Зж2 +  7ж3 +  8ж4 = 9,











2ж1 + Зж2 +  Жз +  2Ж4 = з,
4ж1 + 6ж2 +  Зжз +  4Ж4 = 5,
бЖ1 + 9ж2 +  5жз +  6ж4 = 7,
8ж1 + 12ж2 +  7жз +  8Ж4 = 9.
Ж1 +  ж2 +  ж3 +  ж4 = 1,
17ж1 +  12ж2 +  Зжз — 7ж4 = 15,
6ж1 -- Зж2 +  5жз — 9ж4 = 10,
12ж1 -- 10ж2 — Жз +  ЗЖ4 = 6 .
Ж1 + 2ж2 +  4жз — ЗЖ4 = о,
3ж1 + 5ж2 +  бжз — 4ж4 = 0 ,
4ж1 + 5ж2 — 2жз +  ЗЖ4 = 0 ,
3ж1 + 8ж2 +  24жз — 19ж4 = 0 .
3ж1 + 2ж2 +  ж3 +  Зж4 + 5ж5 = 0
бЖ1 + 4ж2 +  Зжз +  5ж4 + 7ж5 = 0
9ж1 + 6ж2 +  5жз +  7ж4 + 9ж5 = 0
3ж1 + 2ж2 +  4ж4 + 8 ж5 = 0
4жз — Зж2 +  жз — 2ж4 =  5,
- Х \  +  ж2 =  - 2 ,
2ж1 — ж2 — жз — 2ж4 =  1 ,
—Ж1 +  Жз +  2Ж4 =  1,
— Ж2 +  Жз +  2Ж4 =  3.
16Ж1 +  6ж2 +  22жз — 10ж4 
56ж1 +  21ж2 +  77жз — 35ж4 +  195жб 
40ж1 +  15ж2 +  55жз — 25ж4 +  213жб
8ж1 + Зж2 +  11жз — 5ж4 =
5ж1 — 4ж2 ■-  Жз — 2Ж4 = 7,
—5ж1 + Зж2 +  2жз +  4ж4 = - 4 ,
—Х\ ж2 +  2жз +  4ж4 = - 2 ,
2 х \ - ж2 --  Жз — 2Ж4 = 1 ,
—Ъх\ + 2ж2 +  Жз +  2ж4 = - 3 .
9ж1 + 10ж2 +  Зжз +  2Ж4 = : з ,
9ж1 + 9ж2 +  Зжз +  2Ж4 = : 1 ,
18Ж1 + 19ж2 +  бжз +  4Ж4 = : 4,
27ж1 + 29 ж2 +  9жз +  6Ж4 = : 7.
17ж1 — 29 ж2 — Збжз +  2Ж4 — Зж5 = 22
34ж1 - 58 ж2 — 72жз +  4ж4 — 6ж5 = 44
Ж1 + 2 ж2 +  Зж3 = - 1
4ж1 + 5ж2 +  6ж3 = - 2






Ж1 + 2Ж2 + Зжз +  4ж4 — 5жб
2ж1 + Зж2 + Жз +  2ж4 +  2жб
Ж1 + ж2 + Жз — Ж4
Ж1 - 2ж2 - 6Ж4
8ж1 — 4ж2 + Зжз +  6Ж4 +  8Жб
2ж1 - ж2 + Зжз +  7ж4 +  11жб
4ж1 - 2ж2 + Зжз +  6Ж4 +  ЮЖб
4ж1 - 2ж2 + Жз +  ж4 +  2ж5
9ж1 + 6ж2 + 11жз +  ЗЖ4 +  5Жб
бжз + 4ж2 + 2жз +  2ж4 +  5жб
Зжз + 2ж2 - 2жз +  Ж4
9ж1 + 6ж2 + Жз +  ЗЖ4 +  2Жб
4 x i  +  8 x 2  +  8 x 3  — 6 x 4  +  4 x 5  
X \  +  2X2 +  8 x 3  — 2X4 +  Ж5 
X \  +  2X2 +  7^3 — 4^4 +  X5
Ъ х\  +  6^2  +  9жз — 7ж4 +  4Жб
d>x\ +  9^2 +  4жз +  (4X4 =
10Ж1 +  15^2 +  8жз +  10ж4 =
6Ж1 +  9Ж2 +  5жз +  6Ж4 =
4Ж1 +  6Ж2 +  Зжз +  4Ж4 =
2. Найти общее 
нений.
1 . О • Ж1 +  0 • Ж2
{жз +  4ж2 Зжз +  13Ж2 З ж з +  9ж2
{— 2Ж1 +  ЗЖ2 +  Жз +  Ж4 — 2Жб ЗЖ1 +  6Ж2 +  2жз +  ЗЖ4 — 2Жб жз +  2ж2 +  Жз +  ж4 +  ж5
{2Ж1 +  2Ж2 — Жз — Ж4 +  2Жб 2Ж1 — Ж2 +  2жз — ЗЖ4 +  Жб —Ж1 +  2X2 +  2жз — Ж4 — Ж5
=  1, 
=  - 1, 
=  2 , 
0 .
=  5,




=  - 4 ,  










=  о, 
=  о, 
=  о, 
=  0 .
=  О ,  
=  О, 
=  0 .
=  О ,  
=  О, 
=  0 .
решение и ФСР для системы однородных линейных урав-
+  0 • жз +  0 • Ж4 =  0.
+  2ж3 -  Зж5 =  О,
+  7жз +  2ж4 +  4жб =  О,














2 х \  + Х2 — Жз — ЗЖ4 — Х 5  = о,
З х \  + Х 2  — 2 X 5  +  2Ж4 — З Х 5  = о,
Ж1 + +  ж3 1 1 ю Сл 0 .
Х \  — Зж2 + Жз — 2^4 +  ЗЖб = 0 ,
—Х \  - ■ 5ж2 - 2жз +  Ж4 — Жб = 0 ,
Х \  — 11ж2 - ЗЖ4 +  5жб = 0 .
Х \  --  Зж2 - Жз — Ж4 — Жб = 0 ,
— 2 х \ +  1 x 2  4~ 2жз +  2ж4 — ЗЖ5 = 0 ,
З х \ +  2ж2 - 4жз — 2 ж4 +  Жб = 0 .
4ж1 + ж2 + Жз — 4Ж4 +  ЗЖб == 0 5
Ж1 + ж2 + 4 ж4 +  4жб == 0 5
Ж1 + 4ж2 + Жз +  Жб = 0
- 8 х 2  --  Жз — Ж4 +  2Жб = 0
—2 х] . +  6ж2 --  2жз +  4ж4 — бжб = 0
—2 х] . -  2ж2 --  Зжз +  ЗЖ4 — 4жб = 0
Х \ +  Х 2 + Жз +  Ж4 +  Жб = 0 ,
ю + to + Зжз +  2Ж4 — Жб = 0 ,
Х \  +  2X2 + ЖЗ +  ЗЖ4 +  2жб = 0 .
5 х \ +  Зж2 — 2жз +  Ж4 — 2ж5
55^1 +  33ж2 — 22жз +  11ж4 — 22жб
65^1 +  39^2 — 26жз +  1ЗЖ4 — 26жб
X \  +  2жз +  X 4  — 2X5 =  О,
X l  — X2 +  2 x s  — X4 — 3X5 =  0,
2 x \  +  3 x 2  +  2жз +  4 x 4  +  3 x 5  =  0 .
2 ^ 1  +  6 X 2 — З х з  — X 4 — 3 X5  =  0 ,
—X \  +  4 X2  +  X 5 + X 4 — 4 X 5 =  0 ,
X \  — 3 X2  — X 5 — X 4 — X 5 =  0 .
3^1 +  2X2 +  4X5 +  3X4 =  0,
Зх\ +  4x 2 +  Зжз +  5x 4 +  4x 5 =  0,
4 x i  +  5X2 +  5x5  +  8Ж4 +  3^5  =  0.
—Х\ +  4X2 +  Жз +  Ж4 — 4Жб =  О,
Х \  +  9^2 — 2 x 5  — 2^5 =  О,
—2^1 +  1X2 +  2жз +  2^4 — 3X5 =  0.
4^1 +  Х 2 +  Жз — 4^4 +  3X5 =  О,
Ж1 +  Х 2  +  4X5 — 4X4 =  О,
Х \  +  2^2 +  2жз — Х 4  — Х 5  =  0.
25
4 x i  +  8 x 2  +  З х з  +  4 x 4  — % 5  = 0 ,
18. { 2 x i  +  4x2  +  X 3  +  2 x 4  — З Х 5  =  0 , 
—2x \  +  ЗХ2 +  X3 +  Ж4 — 2 ^ 5  =  0 .
Ж1 +  2^2 — Зжз — 4x4 — Зхз =  0,
19. 4 2 x \  — X 2  — З х з  +  X 4  +  X 5  =  0,
4 x \  +  ЗЖ2 — 9жз — 7 x 4  ~  9жб =  0.
ЗЖ1 — 2X2 — Хз +  2^4 — Х5 = 0 ,
20. 4 5^1 +  Х 2  — Х з  +  Х 4  — 3 X 5  =  0,
— Х \  +  5ж2 +  Х з  — З Х 4  — Х 5  =  0.
2^1 — 4x2 +  хз — 4x4 +  2^5 =  О,
21. ^ — 6ж1 +  12^2 — Зжз +  2^4 — Х5 =  О, 
- 4 x i  +  8^2  — 2жз — 2^4  +  Х 5  =  0.
Х \  —  2 X 2 —  Х з  +  5ж4 +  Х 5  = 0 ,
22. < — 2ж1 +  Зжг +  2жз — Х4 — 5жб = О, 
— Х \  +  Х 2  +  Х з  +  4 X 4  —  4 X 5  =  0 .
Х \  +  Х 2  +  2жз +  Х 4  +  Ж5
23. (  З х \  +  2 X 2  +  Хз  +  4 X 4  +  Х 5
2 х \  +  2^2 — Хз  +  3^4 — 2Жб
Х \  +  2 ^ 2  +  Ж з —  4 ^ 4  +  Ъ Х 5
24.  4 — х \  +  жз — Ж4 +  2жб
2Ж1 +  Ж2 +  Х з -  Ж4 +  2 X 5
2 X 2  +  2жз — 5ж4 +  7ж5
25. 4 Х \  +  ж2 +  2жз -  2ж4 +  4ж5 
З х \  +  3 x 2  +  2жз — 5ж4 +  7 x 5
Х \  +  Х 2  +  2жз -  Х 4  +  2ж5
26. 4 ~ Х \  — Жз +  Ж4 +  ЗЖб
2Ж1 +  Ж2 — Жз — 2Ж4 — Жб 
Ж1 +  ЗЖ2 — 4жз +  Ж4 — Жб =  О,
27. I  2ж1 +  6ж2 — 5жз +  2ж4 — Ж5 =  О, 
4 ж 1 +  9ж2 — 13жз +  4ж4 — ЗЖ5 =  0.
2Ж1 — Ж2 +  Зжз — Ж4 +  2Жб =  О,
28. I  6ж1 — Зжг +  Зжз +  4ж4 — Жб =  0, 
4ж1 — 2 жг +  ЗЖ4 — ЗЖ5 =  0 .
Х \  — ж2 +  Жз -  ж4 +  ж5 =  О,
29. 4 —Зжз +  Зжг — 4жз +  5ж4 — Ж5 =  О,














{ 2 x i  — X 2 +  ХЗ — 4 X4  — 2 X5  =  О,
14xi — 7x2 +  7хз — 28x4 — 14x5 = О,
22x4 — 11x2 +  11x3 — 44x4 — 22x5 =  О.
27
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